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 Abstrakt 
Tato diplomová práce se zabývá existencí axiální síly působící na rotor dvouvtokového 
oběžného kola čerpadla. Axiální síla vzniká v režimu nízkých průtoků. Cílem práce je nalézt 
informace o této problematice, navrhnout matematický model výpočtu a následně jej 
aplikovat na hodnoty získané při experimentu. Je důležité vyšetřit celkovou dynamiku vzniku 
axiální síly a detekovat její příčinu vzniku na měřeném čerpadle. 
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Abstract 
This diploma thesis deals with axial thrust existence in a double suction pump rotor. Axial 
thrust appears especially in low flow rates modes. The aim of this work is finding information 
about this issue and deriving mathematical model of calculation which will be subsequently 
applied on experimental data received from double suction pump measurement in laboratory. 
It is important to examine the whole dynamics of axial thrust development and find its cause 
of formation in measured double suction pump.   
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Úvod 
 
Pojem čerpadlo s dvoustranným vstupem, respektive čerpadlo s dvouvtokovým oběžným 
kolem, značí typ čerpadla, které má na rozdíl od běžných čerpadel s jedním vtokem oběžné 
kolo oboustranné. Takovéto oběžné kolo si lze například představit jako dvě jednovtoková 
opačně orientovaná oběžná kola pevně spojena k sobě nosnými disky.  
 Oběžné kolo se dvěma vtoky zajišťuje poměrně veliký průtok a z důvodu jeho rovinné 
symetrie je nasnadě předpokládat, že velikost axiální síly působící na rotor oběžného kola,    
tj. zejména na ložiska, je nulová. 
 Cílem této diplomové práce je studie působení axiální síly na rotor čerpadla                 
s dvouvtokovým oběžným kolem, protože, jak se ukazuje, vzniklá axiální síla může být 
paradoxně i vyšší než síla působící na ekvivalentní jednovtokové oběžné kolo. To však platí 
zejména do zhruba 50 % optimálního průtoku. Práce vychází zejména z práce doc. Ing. 
Františka Tomáše, CSc. a z několika mála studií, které se zabývaly dynamikou tlakových 
pulsací v čerpadle s dvoustranným vstupem z hlediska kavitačních implozí. Nalezení dalších 
relevantních publikací ve světě, přímo se zabývajících problematikou vzniku axiální síly        
u čerpadel s dvoustranným vstupem, je však téměř nemožné, protože výzkum působení 
axiální síly v oblasti dvouvtokových kol je pravděpodobně prováděn pouze v rámci firem, 
které čerpadla s dvoustranným vstupem vyrábějí a není proto veřejně publikován.  
 V práci je dále navrženo odvození vzorců, které je možno použít pro výpočet axiální 
síly a tyto vzorce jsou aplikovány na experiment provedený v laboratoři hydraulických strojů 
na FSI VUT. Vztahy vycházejí z analytických rovností. 
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1. Čerpadla s dvoustranným vstupem 
 
1.1 Úvod  
 
Typů odstředivých čerpadel existuje celá řada. Základní členění je však podle počtu stupňů 
(počtu oběžných kol), kdy čerpadla dělíme na jednostupňová a vícestupňová. Jednostupňové 
čerpadlo má jen jedno oběžné kolo, kdežto vícestupňové má dvě a více oběžných kol            
na společném hřídeli. Jiné dělení čerpadel je například podle rychloběžnosti, podle typu 
konstrukce s ohledem na čerpanou kapalinu, tvaru lopatek a dalších kritérií. 
 Důležité členění, které je předmětem našeho rozboru, je podle počtu vtoků. Oběžná 
kola se často vyrábí v provedení jednovtokového uspořádání, existuje však i varianta 
oběžného kola s dvoustranným vstupem.  
 
 
Obrázek 1 - Jednoduché schéma čerpadla s dvoustranným vstupem 
 
 
Obrázek 2 - Dvouvtokové oběžné kolo [8] 
 
 Na obrázku 1 je znázorněno typické schéma čerpadla s dvouvtokovým oběžným 
kolem. Jak je vidět z obrázku 3, čerpadlo s dvoustranným vstupem má vstupní hrdlo otočeno 
vzhledem k výstupnímu hrdlu o 180°, jejich osy jsou tak rovnoběžky a o těchto čerpadlech se 
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hovoří jako o "in line" čerpadlech. Poznamenejme, že však existují i varianty provedení, kdy 
je osa vstupního hrdla kolmá na osu hrdla výstupního. 
 
 
Obrázek 3 - Čerpadlo s dvouvtokovým oběžným kolem, "in line" provedení [9] 
 
 Přicházející proud kapaliny je na vstupu do čerpadla rozdělován na dva proudy, které 
samostatně vtékají do jednotlivých polovin oběžného kola. V oběžném kolu je jim udělována 
tlaková a kinetická energie a dále se pak tyto proudy spojují na výstupu z oběžného kola, 
popřípadě ještě v něm, záleží na konstrukci oběžného kola (viz obrázek 4). 
 
 
Obrázek 4 - Některé možné konstrukce dvouvtokového oběžného kola 
 
Na obrázku 5 můžeme porovnat uspořádání oběžných kol čerpadla s jednostranným a 
dvoustranným vstupem. Do oběžného kola čerpadla s jednostranným vstupem vtéká kapalina 
pouze z jedné strany, u oběžného kola s dvoustranným vstupem z obou stran proti sobě. 
Dvoustranné uspořádání má tedy výhodu z hlediska vyrovnávání reakční axiální síly             
na hřídeli čerpadla. Jak si však ukážeme dále, je tato skutečnost pouze teoretická a 
pravděpodobně byla jedním z impulsů vzniku myšlenky dvouvtokového uspořádání.  
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Obrázek 5 - Schéma jednovtokového a dvouvtokového oběžného kola 
 
 Mezi vlastnosti čerpadla s dvouvtokovým oběžným kolem patří vyšší hodnota průtoku 
při daných parametrech a menší velikost hodnoty NPSH (lze je proto lépe využít například  
při čerpání horkých kapalin). Pokud bychom uvažovali, že každá polovina oběžného kola by 
dosahovala stejných sacích specifických otáček (suction specific speed)  jako odpovídající 
jednovtokové kolo, došlo by k poklesu NPSH o zhruba 37%. Sací specifické otáčky jsou 
definovány jako  
  = 	
/
	, (1) 
kde  je počet vtoků oběžného kola, tj. pro jednovtokové kolo je  = 1 a pro dvouvtokové je  = 2. A má-li každá polovina oběžného kola zajistit poloviční průtok při týchž sacích 
specifických otáčkách, plyne pro každou polovinu oběžného kola 
  =  
12

 ∙ 	,	 
(2) 
takže zřejmě platí, že 0,5!," = !,#" a odtud  = 0,5$/ ≐ 0,63, což odpovídá poklesu  o 37% vzhledem k čerpadlu s jedním vtokem. 
Dále u čerpadel se specifickými otáčkami 	 < 40 (* < 146) vykazuje dvouvtoková 
varianta vyšší účinnost než ekvivalentní jednovtokové čerpadlo se stejnými specifickými 
otáčkami, neboť ztráty třením (dány velikostí průtoku a tedy i výkonem) jsou poloviční. A 
ztráty ve spirální skříni, která je tedy navržena na dvojnásobný průtok (oproti 
jednovtokovému provedení), jsou pak menší. 
Závislost velikosti účinnosti v optimu čerpadla s jedním vtokem je popsána vztahem 
 + = 	1 − 0,095 .
/01
 2
3 − 0,3 40,35 − 567 238
$ .
/01
 2
!,!"
 (3) 
a u čerpadla s dvouvtokovým oběžným kolem je velikost účinnosti popsána velmi podobně 
jako 
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 + = 	1 − 0,095 .
/01
 2
3 − 0,35 .0,35 − 567 17,72
$ .
/01
 2
!,!", (4) 
kde 
/01 = 1	:;<=, Q je průtok v optimu,  jsou specifické otáčky, pro které platí 
  = 
=$<	 (5) 
a exponent m je určen z rovnice 
 : = 0,1 .
/01
 2
!,=" >45?
!,!@. (6) 
 
Vykresleme pro zajímavost závislost velikosti účinnosti + na specifických otáčkách  pro jednovtokové a dvouvtokové oběžné kolo, abychom snadno viděli průběh funkcí 
popsaných rovnicemi (3) a (4). Zvolme průtok 
 = 100	5;<=. Využijeme programu Maple:  
 
 
Obrázek 6 - Závislost účinnosti na specifických otáčkách jednovtokového (modrá křivka) a 
dvouvtokového (černá křivka) oběžného kola 
 
Z obrázku 6 je však vidět, že přibližně již pro  > 28 (* > 102) platí, že čerpadlo               
s jednovtokovým oběžným kolem vykazuje vyšší účinnost než s kolem dvouvtokovým. 
Podotkněme, že hraniční hodnota viditelná z grafu je téměř nezávislá na velikosti průtoku 
čerpadla (námi zvolený průtok 100	5;<=). 
 
 Poznamenejme, že i čerpadlo s dvoustranným vstupem se vyrábí ve vícestupňovém 
provedení.  
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Obrázek 7 - Řez dvoustupňového čerpadla s dvoustranným vstupem [7] 
 
 
 
 
 
2. Problematika pulsací v čerpadle  
s dvoustranným vstupem 
 
2.1 Tlakové pulsace v čerpadle s dvoustranným vstupem [2] 
   
Než se budeme zabývat axiální sílou, ukažme části některých rozborů a porovnání tlakových 
pulsací obecně v čerpadle s dvoustranným vstupem. Tlakové pulsace v čerpadle 
s dvoustranným vstupem (a nejen s dvoustranným vstupem) jsou nejčastěji vyvolány 
nesouměrností proudění (tím dochází k rázům vlivem nestacionarity proudu) a vznikající 
kavitací v různých místech čerpadla. Vliv kavitace je dobře přezkoumán v Cavitation analysis 
on Double-Suction Volute Pump; TOSHIYUKI, S [2].  
Autor uvádí, že při odhadech původu skřípavých zvuků v čerpadle s dvoustranným 
vstupem se nejvíce očekává vznik kavitace na sací straně. Byla provedena proudová analýza 
na sání užitím standardního k-ε modelu, modelu LES a síť obsahovala 5 200 000 buněk. Dále 
bylo užito ½ modelu využívajícího vlastností symetrie prvků, kde rovina symetrie čerpadla 
sloužila právě jako hranice.  
Obrázek 8 znázorňuje výpočetní síť a okrajové podmínky pro analýzu. Na vstupu bylo 
použito tlakové podmínky, na výstupu rychlostní podmínky (mass flow rate) a symetrické 
hranice na rovině symetrie. Iterační krok výpočtu byl zvolen jako ∆T = 2.2525·10-4 s, což 
odpovídalo otočení oběžného kola o 0,5º.  
14 
 
 
Obrázek 8 - Síť a okrajové podmínky 
 
Výsledky analýzy a diskuse 
 
Vznik kavitace v čerpadle s dvoustranným vstupem 
 
Na obrázku 9 je zachycen typický vznik kavitace v čerpadle s dvoustranným vstupem. 
 
a)    b)    c) 
Obrázek 9 - Vznik kavitace 
 
a)  Kouřová kavitace (cloud cavitation) na sací straně oběžného kola 
Tato kavitace se objevuje od přední hrany až po odtokovou hranu oběžného kola a 
 dochází k poklesu NPSH. Při malých NPSH, je zadní strana rozrušována víry 
vznikajících z příčného proudění (stream-wise vortices). 
 
b)  Vírová kavitace od sání (vertex cavitation from baffle plate) 
Je to druh vírové kavitace, která se vytváří od konce sání (krycí deska) a postupuje 
dále ve směru proudu. Tato kavitace se může dostat do oběžného kola.  
 
c)  Vírová kavitace proti směru proudění (reverse flow cavitation) 
 Vírová kavitace proti směru proudění se vytváří ze strany povrchu sání až k hrdlu 
 oběžného kola a objevuje se zejména při malých průtocích. 
 
Vznik a mechanismus kavitace 
Obrázek 9 znázorňuje vznik kavitace na oběžném kole (mezerovitost - void fraction - 
0,5). Je zřejmé, že kavitace nejprve vznikne na horní straně příruby, kde se dále rozvine a 
zmizí při zvýšení otáček. Obrázek 11 znázorňuje proudnice od sání až k oběžnému kolu. Jak 
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je vidět, rotační pohyb kapaliny vzniká na sání a pokračuje až oběžnému kolu, kde tento 
pohyb kapaliny způsobuje poklesy tlaku. Kavitace se objeví, jakmile proud dorazí 
k oběžnému kolu. Dále jsou zde náznaky toho, že kavitace vzniká na sací straně za 
předpokladu výrazného rotačního pohybu v sání. Na druhou stranu je zde i náznak vzniku 
kavitace na krycí straně oběžného kola. Pro tuto kavitaci je charakteristické, že se objeví 
v oblastech nízkých tlaků způsobených smísením zbytkového proudu ze sání s proudem 
hlavním. Vznik takovéto kavitace podléhá jiným mechanismům než výše zmiňovaná vířivá 
kavitace proti směru proudění.  
 
 
 
Obrázek 10 - Kavitace v oběžném kole při různých otočeních oběžného kola  
(void fraction 0,5) 
 
 
 
Obrázek 11 - Proudnice na sání 
 
Porovnáním modelů proudění bylo zjištěno, že LES model vystihuje detailněji 
struktury vznikajících vírů a že LES analýza je vhodná v případě zkoumání kavitace jakožto 
vzniklé v důsledku víru. Je možné zachytit kavitující proud způsobený turbulencemi             
na nátokové straně oběžného kola za použití modelu turbulence vyššího řádu (LES). 
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2.2 Numerická simulace proudění v radiálním čerpadle 
s dvoustranným vstupem a jeho prvky: určení účinnosti a 
kavitačních křivek [3] 
 
Vybavení hydraulické trati 
 
Jiný rozbor tlakových pulsací v čerpadle s dvouvtokovým oběžným kolem proběhl v letech 
2007 - 2008, kdy se společnosti Hydraulic machines and systems group (Moskva) a JSC 
podílely na výrobě řadového čerpadla HM 10000-380-2 instalovaného do ropovodu. V první 
části provozu ropovodu mělo čerpadlo dodávat průtok 4500 m3/hod při tlaku 100 atm. Dále 
mělo čerpadlo dodávat průtok 9600 m3/hod a 12000 m3/hod. Kvůli nedostatku času pro vývoj 
čerpadla byly všechny prvky hydraulické trati navrženy bez experimentálního rozboru a byl 
proveden pouze numerický výpočet proudění. Původně byla hydraulika čerpadla navrhnuta 
tak, aby zajišťovala tyto hodnoty parametrů: 
Průtok Q  4500 m3/hod 
Dopravní výška 350 m 
NPSH   39 m 
 Nejprve byla navržena hydraulika na základě ustálených pravidel a zkušeností. Poté 
byl proveden numerický výpočet proudění v jednotlivých prvcích čerpadla a dále byl 
proveden výpočet v čerpadle jako celku. Simulace byla provedena jak pro ustálený tak i pro 
přechodný stav a výpočetní síť byla vytvořena za pomocí ANSYS ICEM CFD 11 a skládala 
se z 12 000 000 buněk.  
 Numerický rozbor pro přechodný stav byl prováděn pro různé průtoky. Tím byly 
získány časově středované hodnoty účinnostních parametrů. Obrázek 12 ukazuje křivky 
účinností čerpadla HM 10000-380-2 získané výpočetními simulacemi a experimentálními 
měřeními. Zahrnutí části mezi oběžným kolem, skříní a těsněními umožnilo analyzovat 
proudění v těchto místech a určit tak následně vznikající axiální sílu. Výpočet při 
přechodovém stavu byl proveden pro dva rozdílné průtoky, pro které byly získány časově 
středované hodnoty parametrů účinnosti.  
 
 
Obr. 12 - Vykreslení závislostí, kde φ je bezrozměrný průtok, ψ je bezrozměrná dopravní 
výška, τ je bezrozměrný výkon a η je účinnost 
 Na obrázku 13 je nakresleno rozložení celkového tlaku v oblastech za oběžným kolem 
pro jmenovitý průtok a 0,5 násobek jmenovité hodnoty průtoku. Při jmenovitém průtoku je 
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rozložení tlaků v pravé a levé komoře téměř identické. Když je ovšem průtok poloviční, 
dochází k úplně jinému rozložení a následkem tohoto vzniká výsledná axiální síla.  
Při ustáleném stavu, uvažujeme-li dokonalou symetrii komor oběžných kol, je 
výsledná axiální síla rovna nule. Nicméně, je-li proudění ve stavu přechodovém, dochází      
ke vzniku axiální síly. A to i proto, že lopatky oběžného kola jsou vzájemně posunuty 
v obvodovém směru.  
 
 
 
Obrázek 13 - Výsledky axiální síly v čerpadle získáné numerickým výpočtem 
 
 Lze tedy vidět poměrně neočekávanou věc, a to vznik axiální síly v důsledku různého 
tlakového pole na krycích discích. V tomto místě je malé množství kapaliny a rovněž 
relativně malý prostor na to, aby docházelo k rozruchům vlivem proudící kapaliny na výstupu 
z oběžného kola. 
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2.3 Vírová kavitace a kmitání čerpadla [4] 
 
Experimentální vybavení 
 
Obrázek 14 schematicky znázorňuje experimentální vybavení, které obsahuje čerpadlo 
s dvoustranným vstupem, motor, snímací senzory zrychlení, měřiče hluku, vysokorychlostní 
kameru, počítač a čtečku dat. V tomto experimentu je modelové čerpadlo navrženo tak, aby 
v pracovním bodě docházelo ke vzniku kavitujících vírů pouze od odrazné desky (baffle 
plate). A to za účelem zjištění vibrací (respektive hluku) právě od této kavitace. Průměr 
oběžného kola je 300 mm, počet lopatek je 6 a otáčky 1800 min-1. Do skříně čerpadla je 
umístěno plexisklo, které tak umožní vysokorychlostní kamerou pozorovat vznik a zánik 
kavitačních bublin. Snímače zrychlení jsou upevněny na tělese čerpadla a měří jeho vibrace 
vzniklé v důsledku tlakových fluktuací způsobených kavitačními implozemi. Pokus je 
proveden pro různá NPSH za podmínky konstantního jmenovitého průtoku. 
 
 
Obrázek 14 - Schéma experimentálního zařízení 
CFD rozbor vírové kavitace 
 
 Byly rovněž provedeny CFD výpočty pro jmenovité průtoky pro případ N = 1               
a N = 0,25 (N je bezrozměrná hodnota NPSH), odkud je zřejmé, zda vír způsobuje kavitaci či 
nikoliv. Výpočet byl proveden s časovým krokem odpovídajícímu otočení rotoru o 1°.  
 
Numerické výsledky a rozbor tvaru vírové kavitace  
 
V okamžiku kavitační imploze prudce vzroste tlak. K lepšímu znázornění a potvrzení tohoto 
jevu byl vykreslen časový průběh působící síly na oběžné kolo na obrázku 14. Na vodorovné 
ose je vynesena hodnota natočení oběžného kola dle jeho definování tak, jak je na obrázku 15 
během šesté otáčky při výpočtu. Získaná data po dobu jedné otáčky vykazují šest maxim 
hodnot působící síly, což odpovídá šesti lopatkám oběžného kola.  
 Důležité úhly natočení (obrázek 14) φ = 289°, 307°, 331°, 341°  jsou zakroužkovány. 
Přechodný stav mezi vírovou kavitací a lopatkami oběžného kola je znázorněn na obrázku 16. 
Při φ = 289° se náběžná hrana lopatky přibližuje ke kavitujícímu víru, při φ = 307° již 
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náběžná hrana vír právě protíná a při φ = 331° vírová kavitace opět roste a dotýká se sací 
strany lopatky.  
 Ta část vírové kavitace, která byla protnuta náběžnou hranou lopatky, se posunula dále 
do mezilopatkového kanálu, kde implodovala na tlačné straně. To se projevilo nárůstem tlaku 
při úhlu natočení φ = 341°.  
 
 
         Obrázek 15 - Průběh axiální síly         Obrázek 16 - Definice úhlů natočení 
 
 
 
Obrázek 17 - Přechodové stavy mezi vírovou kavitací a lopatkou oběžného kola pro N = 25 
(void fraction = 0,5) 
 
Numerické výsledky a rozbor tlakového pole 
 Pro N = 1 je na sání vysoký tlak, což neumožňuje vznik vírové kavitace na sání. Tím 
nedochází k tlakovým fluktuacím způsobených kavitační implozí. V druhém případě, kdy je 
tlak na sání relativně nízký, tj. pro N = 0,25, objeví se zde oblast s tlakem nižším než je tlak 
syté páry. Podobně jako na obrázku 17 je vírová kavitace přerušena lopatkou a tato rozseknutá 
část zůstává u sací strany přední lopatky. Vírová kavitace se pak dostává dále                        
do mezilopatkového kanálu, kde zaniká vlivem vysokého tlaku na tlačné straně lopatky a 
v tom momentě tlak náhle vzroste (φ = 341°). V okamžiku kavitační imploze se tlak rychle 
šíří ve spirální skříni a narůstá. Každá lopatka tak tímto vyvolává tlakové fluktuace, které se 
dále šíří čerpadlem.  
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Porovnání výsledků CFD a experimentálních 
 
V tabulce 2 jsou uvedeny výsledky vírové kavitace a kavitačního hluku, měřené 
vysokorychlostní kamerou a měřičem hluku pro čtyři různá NPSH za podmínky dodržení   
100 % jmenovitého průtoku. V tomto modelovém čerpadle vznikala vírová kavitace, když 
bezrozměrná hodnota NPSH byla menší než 0,5 při jmenovitém průtoku.  
 
N (NPSH/NPSHzákladní) Vírová kavitace Kavitační hluk 
1 Ne Ne 
0,75 Ne Ne 
0,5 Ano Ano 
0,25 Ano Ano 
Tabulka 1 - Měření vírové kavitace a hluku pro různá NPSH 
 Pro oba případy N = 1 a N = 0,25 nastávají maxima při frekvenci 180 Hz. Hodnota 
poměrného zrychlení pro N = 0,25, kdy došlo ke vzniku kavitace, je dvakrát větší než          
pro N = 1. Jinak řečeno, vibrace jsou při N = 0,25 dvakrát větší. V tabulce 1 jsou uvedeny 
případy, kdy ke kavitačnímu hluku dochází a kdy nedochází. Předpokládá se, že vibrace 
čerpadlové skříně způsobené vírovou kavitací způsobují kavitační hluk a hladina tohoto hluku 
závisí právě na velikosti vibrací.      
 Hodnota n ∙	z zkoušeného čerpadla je 180 Hz, kde n je počet otáček a z je počet 
lopatek. Jak je patrné z tabulky 1, kavitace vznikla při N = 0,25. Je dále zřejmé, že v sání 
vzniká výrazná předrotace, která vstupuje do oběžného kola. Proto je hodnota 180 Hz 
hodnotou existence vírové kavitace. Ta se objevuje od plochy čerpadla na sání až k oběžnému 
kolu, kde je jeho lopatkami protínána. Díky tomu část kavitace pokračuje dále                       
do mezilopatkového kanálu, kde imploduje, vznikne tak tlakový nárůst, který dále způsobí 
vibrace tělesa čerpadla. Ovšem maxima výchylek se objevují při 180 Hz i pro N = 1, kdy 
nevzniká vírová kavitace. Je to způsobeno tím, že četnost frekvenčních špiček plyne 
z interakcí šesti lopatek oběžného kola se statorem.  
 
 
 
 
3. Rozbor axiální síly 
 
3.1 Interpretace axiální síly dle předchozího výzkumu [5, 6] 
 
U čerpadel s jednovtokovým oběžným kolem je vznik axiální síly způsoben zejména rotující 
kapalinou v prostoru mezi nosným diskem a tělesem čerpadla. Kapalina, která se nachází       
v prostorech za krycím a nosným diskem, rotuje společně s oběžným kolem a vytváří tak 
parabolické tlakové rozložení v závislosti na poloměru oběžného kola (viz obrázek 18). 
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Parabolické rozložení tlaku plyne z teorie rotující nádoby aplikované na otáčivý pohyb 
kapaliny za oběžným kolem.  
 
Obrázek 18 - Rozdíl shodných tlakových obrazců u jednovtokového oběžného kola 
 Protože se předpokládá, že velikost úhlové rychlosti kapaliny v prostoru mezi krycím 
diskem a tělesem čerpadla je stejně velká jako v prostoru mezi nosným diskem a tělesem 
čerpadla, a to poloviční vzhledem k otáčkám oběžného kola, tj. DEFFGHIJ = =$DKěžIéL	EGF, 
jsou tlakové obrazce za krycím a nosným diskem shodné. Tento předpoklad plyne                   
z představy, že rotující disk oběžného kola třením uvádí kapalinu do rotace a protilehlá 
statorová stěna čerpadla brzdí kapalinu stejnou měrou. Protože však tlakový obrazec                   
za nosným diskem existuje i na poloměru menším než je těsnicí spára na disku krycím, vzniká 
axiální síla MFN v důsledku rozdílných velikostí tlakových obrazců. Proti této síle působí síla 
ohybu proudu kapaliny M, která ji tak zmenšuje. Výsledná axiální síla kapaliny působící            
na rotor je pak MOP = MFN − M. Poznamenejme, že obvykle bývá velikost síly MFN podstatně 
vyšší než síla M, a proto je axiální síla u jednovtokových oběžných kol důsledkem právě 
rotující kapaliny za nosným diskem oběžného kola.  
 Teorie zabývající se výpočtem axiální síly u čerpadel s jedním vtokem je poměrně 
dobře rozvinutá. Existují koncepce zohledňující drsnost povrchu oběžného kola a tělesa 
čerpadla, velikost a tvar prostoru mezi disky a tělesem čerpadla nebo vliv radiálního proudění 
těsnicími mezerami. Starší publikace předpokládají, že při normální funkci těsnicích mezer 
(bez opotřebení) neovlivní průtok těsnicími mezerami rozložení tlaku v nich a rovněž není 
ovlivněn tlak na výstupu z oběžného kola. Nicméně tento předpoklad je uvažován ve většině 
literatury a jeho důsledkem je existence axiální síly právě jako MOP = MFN − M, protože jsou 
tlakové obrazce za oběma disky shodné a jejich rozdíl je tak pouze v rozmezí od poloměru 
hřídele po těsnicí kruh na nosném disku.  
 Jiní autoři tvrdí, že při zvětšení této mezery dojde k ovlivnění proudění mezi tělesem 
čerpadla a krycím diskem tak, že se toto vzniklé proudění řídí zákonem konstantní cirkulace. 
Proudění v oblasti za nosným diskem zůstává nezměněno a tím dochází ke vzniku přídavné 
axiální síly. Některé novější práce zahrnují ve vztahu pro výpočet axiální síly vliv drsnosti 
stěn, rozměr bočních prostorů i vliv radiálního proudění mezi oběma mezerami - mezerou        
v předním těsnicím kruhu a mezerou mezi hřídelem a tělesem čerpadla. Tvrdí, že radiální 
proudění těsnicími mezerami zvyšuje velikost axiální síly o 18 % až 26 % a velikost úhlové 
rychlost rotující kapaliny je určována složitými empirickými rovnicemi. 
 Rozsáhlou prací zabývající se vlivem tvaru a velikostí bočních prostorů na velikost 
axiální síly je práce Zillinga [6]. Při změně bočních prostorů dochází k paralelnímu posunu 
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křivky závislosti axiální síly na průtoku (tj. MOP = 
/
 ), a to při zvětšení prostoru       
na přední straně k menším hodnotám 
/
 a při zmenšení prostoru na přední straně naopak 
k větším hodnotám 
/
. Dále bylo zjištěno, že velikost axiální síly klesá se zvětšováním 
průtoku těsnicí mezerou, pokud proudění kapaliny nastává ve směru od obvodu k náboji 
(přední těsnicí kruh). Pokud proudění nastává ve směru od náboje k obvodu (těsnicí mezera 
mezi hřídelem a tělesem čerpadla), pak axiální síla roste.  
 V případě dvouvtokového kola je situace značně odlišná. Jak jsme již na začátku 
nastínili, mělo by z hlediska symetrie čerpadla platit, že výsledná axiální síla působící na rotor 
oběžného kola (a tedy i na hřídel a ložiska) je nulová, viz obrázek 19. Proudy kapaliny vtékají 
do oběžného kola současně proti sobě teoreticky stejně velkou rychlostí a stejně tak rotuje        
za krycími disky stejnou obvodovou rychlostí. Nicméně v kapitole 2.2 na obrázku 13 jsme již 
předznamenali vznik axiální síly v důsledku rozdílného tlakového rozložení za krycími disky 
dvouvtokového oběžného kola. 
 
Obrázek 19 - Symetrie tlakových obrazců za krycími disky čerpadla s dvoustranným vstupem 
 Jak si dále ukážeme, hodnoty vzniklé axiální síly mohou být velmi vysoké, a to 
zejména v režimech mimo optimum, a to zejména v průtocích do poloviny průtoku 
optimálního. Může se dokonce stát, že vzniklá axiální síla bude větší než axiální síla působící 
na hřídel ekvivalentního jednovtokového kola. Mechanismus vzniku axiální síly je dobře 
propracován ve videu doc. Ing. Františka Tomáše, CSc.[5]  
 Sací řad čerpadla pro vstupní hrany lopatek je v podstatě výtokem kapaliny z nádoby. 
Z tohoto důvodu lze chování čerpadla s dvoustranným vstupem simulovat jako výtok kapaliny 
do dvou otvorů, a platí zde proto tytéž zákony pro vírové proudění.   
 
 
Obrázek 20 - Rotující vír na sání 
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 Na sání čerpadla dochází ke vzniku vtokového víru, jehož polohu nelze stanovit. Tento 
vír v podstatě udává mohutnost průtoku. To znamená, že pokud vír mění svou polohu             
v jednotlivých polovinách sání, mění se i průtok v těchto místech, a to je v podstatě podmínka 
nestacionárního proudění.  
 Vzhledem k rotaci jádra víru jako tuhého tělesa a vzhledem k otáčení celého víru jako 
celku, dochází při malých průtocích k nerovnoměrnému střídavému zahlcování jednotlivých 
vtoků. Tím dále dochází k okamžitým změnám průtoků v jednotlivých vtocích a následnému 
rozdílnému zahlcování jednotlivých polovin oběžného kola kapalinou. Toto střídavé 
zahlcování odpovídá experimentu s výtokem kapaliny z válcové nádoby do dvou otvorů. 
 
    
Obrázek 21 - Překmitávání víru při výtoku z nádoby 
 
 Jak je vidět z obrázku 21, vír se při výtoku chová tak, že pulsuje mezi jednotlivými 
výtokovými otvory. V důsledku různého zahlcování jednotlivých polovin oběžného kola 
v čase tak vzniká střídavá axiální síla působící na hřídel oběžného kola a na jeho ložiska. Tato 
střídavá axiální síla je patrná do hodnoty asi 35 % optimálního průtoku (viz obrázek 22).  
 
Obrázek 22 - Průběh axiální síly působící na dvouvtokové oběžné kolo v závislosti               
na poměrném průtoku 
 
 Při zvětšeném průtoku jádro víru zmohutní a frekvence změn směru působení axiální 
síly se stává chaotickou. Dochází rovněž k velkým dynamickým rázům. Tato oblast leží před 
hodnotou 50 % optimálního průtoku a na obrázku 22 je označena jako "dynamické rázy".    
Při zvětšení průtoku asi na 50 % optimálního však již nedochází vzhledem k mohutnosti jádra 
víru ke střídavému zahlcování. Dále bylo měření provedeno se dvěma identickými čerpadly 
zrcadlově uspořádanými, které měly společné sání. Bylo zjištěno, že při hodnotě do 50 % 
optimálního průtoku jedno z čerpadel kapalinu nedodávalo. To navíc potvrdila konstantní 
hodnota axiální síly na jednom z nich - to je na obrázku 22 znázorněno jako oblast statické 
síly.  
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 Při provozních hodnotách blízkých návrhovým zahlcuje jádro víru oba vtoky 
k polovinám oběžného kola, jak je znázorněno na obrázku 23. Nicméně v takto vzniklém víru 
již převažují rychlosti axiální nad rychlostmi tangenciálními a nejedná se tak o typický 
potenciální vír. Protečené množství kapaliny je různé vlivem ohybů a vzniklá axiální síla je 
pak rovna přibližně 10 % maximální axiální síly. V této oblasti (od 50 % optimálního průtoku 
až za bod optima) se tedy hodnota axiální síly a ani směr jejího působení nemění (obrázek 
22). 
 
Obrázek 23 - Velikost víru v optimu čerpadla 
 Protože společné sání pro dvě čerpadla (analogie čerpadla s dvoustranným oběžným 
kolem) je příčinou nepříznivého průběhu axiální síly, existuje i řešení čerpadel se 
samostatnými vtoky. To pro modelový experiment znamená výtok kapaliny z nádoby dvěma 
trubicemi s velkou excentricitou. Nedochází již ke střídavému zahlcování, nicméně poloha 
jádra víru je labilní. To jinými slovy znamená, že vzniklá axiální síla může být jak kladná, tak 
i záporná. Nelze ji však predikovat, protože vliv počátečních podmínek pohybu kapaliny 
(rozruchu kapaliny) je vždy jiný. A proto může být u téhož čerpadla axiální síla pokaždé jiná 
(kladná nebo záporná).  
 Pro čerpadla s dvoustranným vstupem jsou tak dílčí průtoky velmi nepříznivé. 
Dochází ke vzniku řady nepředvídatelných proměnlivých sil, které nelze dopředu stanovit a 
které snižují provozní životnost. Toto se týká zejména rozváděcích kol a axiálních ložisek. Ta 
musí být navržena na síly stejných hodnot jako u ekvivalentního čerpadla s jedním vstupem. 
 Při rozběhu rotorů oběžných kol na optimum i při jejich doběhu však dochází 
k nerovnovážnému stavu (přechod přes malé hodnoty průtoků), kdy se účinky vířivého 
proudění nutně dostaví, a proto se s nimi musí počítat.  
 
 
 
 
3.2 Experiment výtoku kapaliny z nádoby 
 
Mechanismus vzniku axiální síly z experimentu výtoku kapaliny z nádoby se dvěma otvory 
popsaného výše je velmi názorný. Z toho důvodu byl tento experiment zopakován a slouží 
jako demonstrace nestacionárního proudění v oblasti se dvěma výtokovými plochami.  
 Byl použit plastový válec o průměru 0,44 metru a vysoký dva metry. Schéma válce je 
naznačeno na obrázku 24. 
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Obrázek 24 - Nákres rozměrů válce pro pozorování víru 
 Válec byl usazen na plastové dno, v němž bylo vyvrtáno 10 otvorů dle obrázku 25. 
Aktivní byly vždy pouze dva otvory a zbylých osm bylo zašroubováno zátkou. Rozteč děr 
byla na základě analogie s videem [5] zvolena jako 60 mm, 90 mm, 120 mm, 180 mm a     
240 mm. Aktivní byly vždy díry středově symetrické vůči středu dna (a tedy ose válce).      
Do děr byly z důvodu většího tlakového spádu zašroubovány metr dlouhé výtokové trubice 
opatřené na konci kulovým uzávěrem. Po naplnění válce vodou (do výšky zhruba jednoho 
metru) byly kulové uzávěry otevřeny a bylo provedeno pozorování záznamem na kameru.  
 
Obrázek 25 - Vrtací schéma s okótovanými roztečemi děr. Průměr děr byl 1" (jeden coul), což 
odpovídá průměru 32 mm (nikoliv 25,4 mm). Vrtání děr bylo provedeno s ohledem              
na pevnost dna. 
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 Čas výtoku kapaliny z válce byl při naplnění do výšky asi 1,2 m (výška hladiny nebyla 
při jednotlivých pokusech měřena) nejčastěji okolo 70 sekund. Pozorování víru začínalo až  
ve chvíli, kdy jádro víru bylo tvořené vzduchem. 
 
 
Obrázek 26 - Překmitávání vzniklého víru 
 
 Nejprve byl pozorován výtok vody při nejmenší rozteči (60 mm) a dále postupně při 
následující rozteči 90 mm. Protože se frekvence překmitávání vzniklého víru měnila               
s výškou hladiny vytékající vody, respektive měnila se v čase, byla tato frekvence 
vyhodnocena v závislosti na čase pro jednotlivé rozteče, viz grafy 1 a 2. 
 
  
Graf 1 -  Průběh překmitávání víru 
 
  
Graf 2 -  Průběh překmitávání víru 
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 Z grafů je zřejmé, že frekvence překmitávání víru je vyšší v případě menší rozteče 
výtokových otvorů. Dále je vidět, že se frekvence překmitávání zvyšuje s časem; jak hladina 
vody klesá, jádro víru mohutní a dochází k rychlejšímu překmitávání víru, až nakonec nastává 
jeho rozpad.  
 
 
 
 
 
3.3 Empirický vztah výpočtu axiální síly [1] 
 
Zejména podle různých zdrojů na internetu je dvouvtokové uspořádání mylně uváděno jako 
možný způsob kompenzace vzniku axiální síly. Co se týče určení velikosti této síly, je třeba 
mít na paměti, že dynamika proudění kapaliny v čerpadle s dvoustranným vstupem v režimu 
nízkých průtoků je značně složitá a z toho důvodu je její určení podmíněno empirií a nelze 
proto nalézt exaktní závislost. V knize Centrifugal Pumps od J. F. Gülicha je uveden 
empirický vzorec pro určení velikosti axiální síly působící na rotor dvouvtokového oběžného 
kola jako  
 MOP =	FN Q2 R$$S$ − ST$, (7) 
kde D je průměr oběžného kola, ST je průměr těsnicí spáry a R$ je obvodová složka rychlosti 
kapaliny na výstupu z oběžného kola (R$ = US). Součinitel FN je uvažován jako          FN = FN,F = 0,01 ÷ 0,02 pro "ustálené síly", tj. síly v blízkosti optima, a                    FN = FN,WJI = 0,02 ÷ 0,06  pro "neustálené síly", tj. síly vzniklé v režimu nízkých průtoků.  
Po dosazení za R$ do vzorce (7) jej lze napsat jako 
 MOP =	FN Q2 US$S$ − ST$ = FN Q2 U$$S − S$ST$, (8) 
odkud je vidět, že velikost axiální síly závisí na druhé mocnině otáček. Pokud vztah 
rozebereme ještě dále a předpokládáme, že průměr těsnicí spáry je úměrný průměru oběžného 
kola, tj. ST =  ∙ S, kde  < 1, pak můžeme dále rovnici (8) upravit na tvar 
 MOP = FN Q2 U$$S1 − $. (9) 
 Z tohoto vztahu je zřejmé, že velikost axiální síly závisí na čtvrté mocnině velikosti 
průměru oběžného kola a tato rovnost platí pro podobná oběžná kola. Protože je rovnice (7) 
získána na základě empirie a lze proto předpokládat, že je "docela přesná", vykresleme 
závislost velikosti axiální síly vzniklé v čerpadle s dvoustranným vstupem v závislosti          
na průměru oběžného kola a při konstantních otáčkách. A kvůli jednoduchosti uvažme výše 
uvedené zjednodušení předpokladu lineární závislosti mezi průměrem oběžného kola a 
průměrem těsnicí spáry. Graf 3 tak platí pro geometricky podobná kola. Zvolíme, že průměr 
těsnicí spáry bude 40 % průměru oběžného kola ( = 0,4), a otáčky zvolíme jako 1500 min-1. 
Součinitel FN uvažujeme FN = 0,06 (nejvyšší možný). 
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Graf 3 - Závislost velikosti axiální síly na průměru geometricky podobných oběžných kol 
dvouvtokového čerpadla s výše uvažovanými předpoklady 
 
 
 
 
 
3.4 Teoretický analytický výpočet axiální síly  
 
Zkusme nyní určit teoretickou velikost působící reakční axiální síly. Vyjděme ze zákona 
zachování hybnosti, respektive z Navier - Stokesovy rovnice pro nestlačitelnou tekutinu, tj. 
 
XYHXZ + XYHX\] Y] = −1Q X^X\H + _1H + Q` X
$YHX\]X\] 	. (10) 
 Vznik axiální síly v případě čerpadla s dvouvtokovým oběžným kolem je způsoben 
překmitáváním vzniklého víru v sání, který tak v tělese oběžného kola způsobuje 
nestacionární proudění čerpané kapaliny a celou řadu nepředvídatelných pohybů kapaliny. 
Nicméně, síly viskózní jsou v tomto případě malé a nehrají z hlediska vzniku tlakových 
pulsací roli, což platí i pro vnější hmotnostní síly (síla tíhová). Proto zanedbejme člen 
viskózní i člen vnějších sil.   
Navier - Stokesova rovnice se pak zjednoduší na Eulerovu rovnici hydrodynamiky ve 
tvaru 
 
XYHXZ + XYHX\] Y] = −1Q X^X\H 	. (11) 
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Z důvodu osové symetrie oběžného kola čerpadla je výhodné zavést cylindrický souřadný 
systém (viz obrázek 27). Přepišme proto do takového systému Eulerovu rovnici 
hydrodynamiky. Pro jednotlivé složky r, φ, z  pak platí: 
r : 	XY/XZ + Y/ XY/Xa + Yba XY/Xc + Yd XY/Xe − Yb
$
a = −1Q X^Xa (12) 
 
φ : 	XYbXZ + Y/ XYbXa + Yba XYbXc + Yd XYbXe + Y/Yba = − 1Qa X^Xc (13) 
 
z : 	XYdXZ + Y/ XYdXa + Yba XYdXc + Yd XYdXe = −1Q X^Xe	. (14) 
 
Obrázek 27 - Osový řez dvouvtokového oběžného kola 
 Nyní zaveďme další zjednodušení. Protože je oběžné kolo osově symetrické, 
nebudeme uvažovat, že složky veličin v obvodovém směru ovlivňují axiální sílu na hřídeli 
čerpadla. Rovněž uvažujme, že nenastávají změny veličin v obvodovém směru, tj. X/Xc = 0. 
S ohledem na tyto simplifikace má Eulerova hydrodynamická rovnice tvar 
r : 	XY/XZ + Y/ XY/Xa + Yd XY/Xe = −1Q X^Xa (15) 
 
z : XYdXZ + Y/ XYdXa + Yd XYdXe = −1Q X^Xe	. (16) 
Je zřejmé, že soustavu rovnic lze zapsat jako 
 
XYHXZ + XYHX\] Y] = −1Q X^X\H , (17) 
kde j je samozřejmě sčítací index a indexy i a j nabývají hodnot r a z, protože to je označení 
os našeho souřadného systému a souřadnici xi chápejme pro f = a jako r a pro f = e jako z. 
Protože hledáme reakční sílu v ose z, vyjdeme z rovnice právě pro z-ovou složku a na její 
pravou stranu připíšeme reakční sílu stěn oběžného kola oblasti působící na kapalinu.  
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z :  
XYdXZ + XYdX\] Y] = −1Q X^Xe + dQ 	. 
 
(18) 
Podotkněme, že směr působení nepředpokládáme, naopak je obecný. Dle obrázku 27, 
integrujeme rovnici (18) v oblasti V, tím dostáváme  
     
      z : gXYdXZ hij +g
XYdX\] Y]hij = −
1QgX^Xe hij +g
dQ hi.j  (19) 
Použitím Gauss - Ostrogradského věty platí 
     
      z : gXYdXZ hij +kYdY]]h* = −
1Qk^dh* +
1QMd	, (20) 
Kde Fz je výsledná reakční síla v celém prostoru kontrolního objemu v z-ovém směru. 
Poněvadž platí podmínka ulpívání kapaliny na stěnách, bude hodnota plošného integrálu       
na disku oběžného kola nulová. Průmět výstupní plochy Sr do směru z je rovněž nulový, a 
proto se uzavřený plošný integrál přes kontrolní plochy eliminuje pouze na plochy Sz1 a Sz2. 
Takže platí 
         
 
z : 
gXYdXZ hij + lYd=Yd=−1h*d= + l−Yd$−Yd$+1h =*d$
= −1Q l^=−1h*d= −
1Q l^=+1h*d$ +
1QMd	. 
(21) 
Uvažujeme-li hodnoty rychlostí vz1 a vz2 na plochách Sz1 a Sz2 jako konstantní, pak je 
můžeme vytknout před integrál. Označíme-li dále Q1 a Q2 jako průtoky na plochách Sz1 a Sz2 a 
uvážíme-li, že se tyto plochy rovnají, tj. d= = d$ = d , platí pak relace Yd= = 
=/d a Yd= = 
=/d. Stejně tak uvažujme tlaky na vstupních plochách jako konstantní; můžeme tak 
psát 
     
      z : QgXYdXZ hij −
Qd 
$$ − 
=$ = ^=d − ^$d + Md	. (22) 
A odtud je výsledná reakční síla rovna 
     
      z : Md = QgXYdXZ hij −
Qd 
$$ − 
=$ + d^$ − ^=	. (23) 
Nestacionární člen v této rovnici můžeme zjednodušit tak, že budeme opět uvažovat střední 
integrální hodnotu změny rychlosti za čas a derivaci tak diskretizovat. Pak zřejmě platí 
     z : Md = Q∆Yd∆Z i − Qd 
$$ − 
=$ + d^$ − ^=	. (24) 
Poznamenejme, že velikost reakční síly je nezávislá na směru proudění na vtokových 
plochách, neboť hybnostní člen 
$$ −
=$ je z důvodu druhých mocnin nezávislý na 
znaménku průtoků. Kdyby byla například rychlost vz2 opačného směru, tj. kapalina by 
vytékala ze vstupu do čerpadla Sz2, pak by vyjádření rovnice (21) vypadalo jako  
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z : 
gXYdXZ hij + lYd=Yd=−1h*d= + l+Yd$+Yd$+1h =*d$
= −1Q l^=−1h*d= −
1Q l^=+1h*d$ +
1QMd	. 
(25) 
Je ihned patrné, že rovnice (21) a (25) jsou identické, čímž bychom dospěli opět 
k závěru vyjádřeného rovnicí (24). Nezáleží tedy na tom, kudy kapalina proudí, záleží jen        
na absolutní hodnotě velikosti průtoků jednotlivými vtoky.  
Nyní připusťme fakt (který jsme mimo jiné mlčky předeslali na obrázku 19), že tlaky 
z vnějšku na krycích discích mohou být různé (p1x a p2x). Uvážením tohoto přechází velikost 
reakční síly do tvaru  
     z : Md = Q∆Yd∆Z i − Qd 
$$ − 
=$ + d^$ − ^= + 14US$ − ST$^$N − ^=N	, (26) 
kde D je průměr oběžného kola, DT je průměr těsnicí spáry a tlaky ^=N a ^$N jsou střední 
integrální hodnoty tlaků na krycích discích. 
Zamysleme se nad významem nestacionárního členu Q ∆no∆ i. Velikost průměrné 
(střední integrální) rychlosti vz v oboru V je velmi malá. Nicméně čas její změny ∆Z může být 
teoreticky velmi krátký. Pokud by v čerpadle nastala změna rychlosti ∆Yd (což souvisí se 
změnou průtoků jednotlivými vtoky dvouvtokového oběžného kola) za extrémně krátký čas, 
například ∆Z < 0,001 s, byl by již tento člen nezanedbatelný, a proto jej budeme uvažovat.  
 V případě umístění dvou snímačů tlaku (dle obrázku 28) na jedné polovině čerpadla   
v oblasti mezi krycími disky a tělesem čerpadla předpokládejme rotující kapalinu analogicky 
dle teorie rotující nádoby. 
 
Obrázek 28 - Obecně okótované poloměry dvouvtokového oběžného kola 
Odvoďme nyní závislost velikosti axiální síly působící na rotor čerpadla vzniklou       
v důsledku různých tlakových rozložení v oblastech za krycími disky. V této oblasti 
předpokládáme rotaci kapaliny úhlovou rychlostí ω a její velikost uvažujme obecně velkou. 
Jak si dále ukážeme, bude to výhodné z hlediska okrajových podmínek. S ohledem na válcový 
souřadný systém z obrázku (28) má vektor zrychlení ve smyslu odstředivé síly složky _p = 0, aD$ a vektor určující element vytknutého kontinua má složky h5qqqp = he, ha.           
Z Eulerovy rovnice hydrostatiky (rotující kapalinu za krycími disky uvažujeme jako problém 
hydrostatiky) pak plyne, že h^ = Q ∙ 0, aD$ ∙ he, ha = QaD$ha a integrací dostaneme  
 ^ = 12Qa$D$ + r. (27) 
32 
 
Protože předpokládáme dva tlakové snímače (jeden na poloměru rx a druhý na R), je 
nyní vidět, proč je vhodné uvažovat ω jako volný parametr. Pokud bychom ω uvažovali jako 
pevnou hodnotu, například obvyklé DEF = DK.		EGF/2 , existovala by ve vztahu (27) pouze 
jedna volitelná konstanta K, a to by znamenalo, že naměřená hodnota tlaku na jednom 
poloměru (rx, resp. R) by předurčovala hodnotu tlaku na poloměru druhém (R, resp. rx), což 
by vylučovalo použití dvou snímačů tlaku.  
Okrajové podmínky jsou tedy zřejmé, a to a = aN	: ^ = ^N => r = ^N − =$ QaN$D$, 
druhá podmínka je analogicky a = t ∶ ^ = ^v => D = DEF = $w<xyz{v|</y|}  . Dosazením 
těchto podmínek do rovnice (27) dostaneme závislost velikosti tlaku po poloměru oběžného 
kola 
 ^ = ^/N + ^v − ^/N a$ − aN$t$ − aN$	. (28) 
Pro velikost axiální síly vzniklé v důsledku tlakového působení na krycí disk je pak možné 
psát 
  ME/J~H =  ^/N + ^v − ^/N a$ − aN$t$ − aN$
v
v
2Uaha	. 
 
(29) 
Integrací a úpravami dospějeme ke vztahu  
 ME/J~H = Ut$ − tT$ ∙ ^/N + ^v − ^/Nt$ − aN$ ∙ 12 t$ + tT$ − 2aN$	. (30) 
Konečný vztah pro výslednou reakční sílu rotoru oběžného kola v axiálním směru je pak 
možné zapsat jako 
     z : Md = Q∆Yd∆Z i − Qd 
$$ − 
=$ + d^$ − ^= + ME/J~H,$ − ME/J~H,=	, (31) 
kde ME/J~H,= je hodnota síly z rovnice (30) působící na krycí disk levé poloviny oběžného kola 
a obdobně je ME/J~H,$ hodnota síly působící na krycí disk pravé poloviny oběžného kola. 
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4. Měření dvouvtokového čerpadla 
 
4.1  Charakteristika čerpadla 
 
Protože výše uvedená teorie nedává sama o sobě žádné výsledky, je vznik axiální síly              
u čerpadla s dvouvtokovým oběžným kolem podmíněn realizací experimentu. Experiment byl 
proveden na univerzální měřicí trati v laboratoři hydraulických strojů FSI VUT v Brně. 
Schéma měřicí trati je naznačeno na obrázku 29.  
 
Obrázek 29 - Schéma měřicí trati 
Měřicí trať se skládala ze sacího kotle, který umožňuje měnit tlak nad hladinou, a 
měřeného dvouvtokového čerpadla. Snímány byly tlaky na vstupu a výstupu do čerpadla kvůli 
proměření jeho charakteristiky. Dále byl na výtlaku umístěn indukční průtokoměr a šoupátko 
jako regulační člen průtoku. S ohledem na vstupní vír vzniklý v sání čerpadla bylo sací 
potrubí umístěno 1 metr do sacího kotle, protože se předpokládá, že delší potrubí vytvoří lepší 
podmínky pro vznik víru v sání. Čerpadlo bylo přes spojku spojeno s dynamometrem a na 
něm byly nastaveny otáčky. Nejprve 1000 min-1, poté 1500 min-1 a byla pro obě otáčky 
proměřena charakteristika postupným přivíráním šoupátka, ovládaného elektronicky 
servomotorem. 
Okótované schéma oběžného kola zapojeného čerpadla je znázorněno na obrázku 30.  
 
Obrázek 30 - Základní rozměry oběžného kola měřeného čerpadla 
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Rozměry uvnitř čerpadla, zejména průměr té části čerpadla, kde dochází ke spojení 
proudů kapaliny z jednotlivých polovin oběžného kola, nebylo možné odměřit. Z toho důvodu 
nejsou tyto rozměry zakótovány a jsou tedy znázorněny pouze jako orientační. Níže jsou ještě 
vypsány základní rozměry čerpadla:  
- průměr oběžného kola   S = 290	:: 
- průměr těsnicí spáry    ST = 110	:: 
- průměr sání oběžného kola   h = 88	:: 
- průměr hřídele    hL = 44	:: 
- šířka kanálu oběžného kola    = 19	:: 
- šířka oběžného kola     = 86	:: 
- průměr sacího hrdla čerpadla  S* = 100	:: 
- průměr výtlačného hrdla čerpadla  Sj = 65	:: 
- počet lopat oběžného kola  	e = 4  (+ 4 mezilopatky) 
 
Ještě než se budeme zabývat určováním sil na rotor čerpadla, je dobré mít představu               
o hodnotách parametrů stroje, a proto nejprve uveďme jeho charakteristiky. Základní 
charakteristika čerpadla je uvedena na obrázku 31 a) a 31 b).  
 
 
Obrázek 31 a) - Charakteristika čerpadla pro otáčky 1000 min-1 
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Obrázek 31 b) - Charakteristika čerpadla pro otáčky 1500 min-1 
Z grafů je vidět, že čerpadlo má charakteristiku měrné energie stabilní v celé oblasti. 
To může být důsledek poměrně úzké šířky kanálu b, protože se zužující se šířkou kanálu, 
roste trend ke stabilitě charakteristiky. Optimum lze odečíst následovně: 
Pro 1000 min-1 : 
 = 14	5	;<= a  = 115	J/kg	~		 = 11,7	: , + = 62	% 
Pro 1500 min-1 : 
 = 23	5	;<= a  = 246	J/kg  ~		 = 25,1	: , + = 64	% 
 Z charakteristiky je rovněž vidět prudké stržení křivky měrné energie v oblasti           
za optimem, které je velmi znatelné zejména u otáček 1500 min-1. To je pravděpodobně 
způsobeno vznikající kavitací v oblasti na krycích discích na vstupech do oběžného kola. 
Protože je oběžné kolo poměrně štíhlé (velký poměr průměru ku šířce), viz obrázek 30, 
vzniká v místě vstupu do oběžného kola u krycího disku značná křivost proudu. Dochází tak 
zřejmě k jeho odtržení a kavitaci. A protože je rychlost vstupu kapaliny do oběžného kola 
úměrná v podstatě i otáčkám, je kavitační stržení výraznější u otáček vyšších, tj. 1500 min-1. 
 Specifické otáčky určíme ze vztahu 
  = 3,65
2 <	. (32) 
Pro  = 1000	:f<= je  = 48,2	:f<= a pro  = 1500	:f<= je  =52,4	:f<=. Protože specifické otáčky jsou teoreticky z důvodu afinních podobností 
nezávislé na otáčkách čerpadla (lze odvodit), uvažujme hodnotu specifických otáček jako 
průměr z výše uvedených, takže  = 50,3	:f<=. 
Pro lepší znázornění vlastností čerpadla přidejme ještě závislost jednotkového průtoku 
na jednotkových otáčkách a rovněž závislost příkonu čerpadla na průtoku. 
 
0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0
50
100
150
200
250
300
350
0 5 10 15 20 25 30
η
[-
]
Y
[J
/K
g
]
Q [l/s]
charakteristika čerpadla, n = 1500 min-1
měrná energie
účinnost
36 
 
Připomeňme vztah pro jednotkové otáčky  
 == = S√ (33) 
a jednotkový průtok 
 
== = 
S$√	. (34) 
 
 
Obrázek 32 - Závislost == −	
== měřeného čerpadla 
 
 
Obrázek 33 - Závislost příkonu na průtoku měřeného čerpadla 
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4.2 Určení silových poměrů na rotor oběžného kola 
 
4.2.1 Obecný postup a korekce snímačů  
 
Protože nebyl k dispozici nástroj k měření axiální síly přímým způsobem, byly na čerpadlo 
umístěny tlakové snímače. Na fotografii s popisy je vidět jejich rozmístění na jedné polovině 
čerpadla. 
 
 
Obrázek 34 – Fotografie měřeného čerpadla s dvouvtokovým oběžným kolem a snímačů 
tlaků; vlevo je vidět část sacího potrubí a vpravo část výtlačného potrubí. Z tohoto pohledu 
rotuje oběžné kolo proti směru hodinových ručiček.  
Tlakové snímače byly umístěny symetricky na levou a pravou polovinu čerpadla. 
Protože byl očekáván vznik tlakových pulsací v sání v důsledku vzniku vtokových vírů, byly 
na sání umístěny tři snímače tlaku (tři na jednu polovinu čerpadla a tři na druhou). Dále byla 
na sání umístěna válcová sonda (Pitotova trubice), která snímá tlak dynamický, a je tak možné 
určit hodnotu rychlosti v jednotlivých polovinách sání čerpadla. Protože byla trať vybavena 
indukčním průtokoměrem, je vyhodnocení rychlosti z dynamických tlaků na Pitotových 
trubicích spíše záležitostí určení relativního poměru mezi rychlostmi kapaliny v pravé a levé 
polovině sání čerpadla než určování absolutních rychlostí (průtoků).  
Měření tlaků na tělese čerpadla probíhalo současně s měřením charakteristiky. To 
znamená, že byly naměřeny hodnoty tlaků na každém tlakovém snímači pro každý měřený 
průtok, a toto bylo provedeno jak pro otáčky 1000 min-1, tak pro 1500 min-1. Délka jednoho 
časového záznamu trvala 50 sekund. Vzorkovací frekvence snímání karty byla 2 kHz, z čehož 
vyplývá, že časový záznam tlaků má krok ∆ = 0,0005	;. 
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Vyhodnocení velikosti působících sil v závislosti na průtoku bylo provedeno               
na základě statistického zpracování, kdy na hladině významnosti	 = 0,05, tj. interval 
spolehlivosti 95 %, byly vybrány hodnoty dat ležící v tomto intervalu spolehlivosti. Tím byla 
zjištěna maximální i minimální hodnota velikosti síly ležící v tomto intervalu a mohla tak být 
vypočtena i amplituda síly jako  
 MF3GHWF =	M − MW2 	, (35) 
kde M a M jsou horní a dolní hodnoty sil na intervalu spolehlivosti 95 %. Vyhodnocování 
velikosti sil bylo provedeno z časového záznamu o délce 18 sekund, protože použití celého  
50 sekundového záznamu by bylo příliš hardwarově náročné. Počet zpracovávaných hodnot 
tak činil 18	;Rh	 ∙ 2	e = 36000 dat. 
Abychom si nejprve udělali představu o velikosti vznikající axiální síly v tomto 
čerpadle, použijeme vzorec (7). To je v podstatě spolu s informacemi z videa doc. Ing. 
Františka Tomáše, CSc. "jediný záchytný bod", o který lze opřít relevantnost závěrů dále 
vyvozených z experimentu s ohledem na velikost vzniklé axiální síly. Empirický opravný 
součinitel FN pro neustálené síly uvažujeme jako FN = FN,WJI = 0,06, neboli bereme 
variantu nejvyšší možné axiální síly počítané vztahem (7). Pro otáčky 1000 min-1 pak plyne 
 MOPI=!!! =	FN,WJI Q2 R$$S$ − ST$ = 497	 (36) 
a pro otáčky 1500 min-1 je axiální síla rovna 
 MOPI="!! =	FN,WJI Q2 R$$S$ − ST$ = 1119	. (37) 
  Průběh velikosti axiální síly působící na rotor oběžného kola v závislosti na čase byl 
určen z tlaků naměřených na jednotlivých snímačích tak, že každá hodnota tlaku byla          
pro každý časový okamžik snížena o hodnotu tlaku naměřeného při vypnutém čerpadle (byla 
odečtena hodnota statického tlaku).  
 ^WFd0Iý =	^IF3ěř0Iý −	^F (38) 
Měření tlaků při odstaveném čerpadle trvalo rovněž 50 sekund, a z hodnot získaných 
za tento časový úsek byla pro každý tlakový snímač určena průměrná hodnota. Pro každý 
průtok tak lze vynést závislost axiální síly v závislosti na čase, a to jak sil vzniklých ohybem 
proudu kapaliny, tak sil vzniklých v důsledku rozdílného rozložení tlaku za krycími disky 
oběžného kola a sil tlakových na vstupu do oběžného kola. 
Protože otvory pro tlakové snímače byly vrtány ručně, není zaručena dokonalá 
kolmost umístění snímačů k dělicí rovině oběžného kola, a je proto přesnější provést korekci. 
Korekce byla provedena pro snímače tlaků v oblasti mezi krycími disky a tělesem čerpadla, 
neboť, jak se dále ukáže, právě tyto oblasti jsou dominantní složkou výsledné axiální síly.  
 Obrázek 35 - Měření úhlo
Po proměření čerpadla b
čerpadla bylo umístěno na ro
čerpadla umístěno horizontáln
V horizontální poloze lze před
při vertikální poloze muselo b
zajištěna kolmost jak dělicí rov
rovině stolu.  
Obrázek 36 - Měření úhlov
Na našroubované tyči b
byly (v obou polohách) měřen
4 snímače (2 na každé polovině
kolmého směru jako  
 
Je však nutné určit odchylku sk
odchylky v horizontálním a vert
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vých odchylek jednotlivých snímačů ve verti
yla do snímačů našroubována 20 cm dlouhá
vný frézovaný stůl ve dvou polohách. N
ě (viz obrázek 35) a poté vertikálně (v
pokládat dobrou rovinnost dělicí roviny hor
ýt víko čerpadla pomocí úhelníků umístě
iny víka k rovině stolu, tak kolmost roviny
ých odchylek jednotlivých snímačů v horizo
yly zvoleny dvě rysky vzdálené od sebe 15
y vzdálenosti k rovině stolu, například h1
 víka čerpadla) tak byly určeny jejich odch
_a;f{L,n} = = − $150  
utečnou od roviny oběžného kola; známe úhl
ikálním směru.  
kální rovině 
 tyč a horní víko 
ejprve bylo víko 
iz obrázek 36).                
ního víka, kdežto 
no tak, aby byla 
 oběžného kola k 
 
ntální rovině 
0 mm a od nich 
 a h2. Pro všechny       
ylky od ideálního 
(39) 
y αh a αv, což jsou 
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Obrázek 37 - Schéma odchylek snímačů 
Úsečka || představuje ideálně navrtaný snímač (kolmý k rovině oběžného kola). 
Abychom určili odchylku od roviny oběžného kola, stačí v podstatě určit velikost úhlu ∢|S|. Je zřejmé, že |S| = ||Z7n a || = ||Z7L. Pro stěnovou úhlopříčku |S| pak platí |S| = ||	Z7$L + Z7$n. A protože je trojúhelník GBD pravoúhlý, 
platí pro hledaný úhel rovnice 
 Z7∢|S| = |S||| (40) 
a odtud plyne 
 ∢|S| = _aZ7 4	Z7$L + Z7$n8. (41) 
Zdůrazněme, že není nutné znát pozici snímačů vzhledem k ose otáčení (ose hřídele), 
protože uvažujeme pouze odklon od roviny a s úsečkou |S| lze "otáčet" kolem úsečky || 
tak, že ji natočíme do tečného směru pohybu kapaliny (směr vektoru rychlosti kapaliny 
prakticky nemusí být kolmý na poloměr elementu kapaliny). Ze znalosti úhlu odklonu osy 
snímače od ideálního kolmého směru k rovině oběžného kola byla provedena korekce 
měřených tlaků tak, že tlak na snímači byl navýšen (respektive snížen, záleží na velikosti úhlu 
odklonu snímače a tedy na tom zda je snímač "proti proudu rotující kapaliny" nebo             
"po proudu") o hodnotu dynamického tlaku, tj. 
 ^IF3ěř0Iý,E/HnFIý =	^IF3ěř0Iý + 12QY$;f∢|S|, (42) 
kde rychlost v je rychlost kapaliny v tečném směru na příslušném poloměru snímače a je 
počítána jako Y = Da a D je brána jako poloviční úhlová rychlost otáček čerpadla. U snímačů 
v oblasti za krycími disky byl tedy dosazován tlak ze vztahu (34). Konkrétně byla velikost 
úhlů na snímačích na poloměru oběžného kola na jedné straně 3,49° a na druhé -0,43° (tento 
snímač byl natočen proti proudu kapaliny, a proto nadhodnocoval velikost tlaku).                 
Na poloměru 100 mm činila odchylka 2,03° na jedné straně a na druhé straně 1,22°. To jsou 
relativně zanedbatelné hodnoty a ovlivňují výsledné síly jen nepatrně.  
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4.2.2 Vliv sil tlakových  
 
Na rotor oběžného kola působí tři druhy sil - síly tlakové na vstupu, síly hybnostní na vstupu a 
síly za krycími disky oběžného kola.  
Síla tlaková na vstupu do oběžného kola je počítána pro každý časový krok jako 
 MGFEná =	14Uh$ − hL$^= − ^$, (43) 
kde d je průměr oběžného kola na vstupu a hL je průměr hřídele. Tlaky ^= a ^$ jsou počítány 
dle vzorce (38), tj. jsou sníženy o statickou hodnotu. Uvedeme několik časových záznamů 
tlakových sil. 
 
 
4 a) 
 
 
4 b) 
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4 c) 
Grafy 4 a), b), c) - Některé časové záznamy rozdílu tlakových sil na vstupu do oběžného kola 
Z časových záznamů rozdílů tlakových sil je vidět, že pásmo vzniklých sil se pohybuje 
kolem nulové střední hodnoty. Z hlediska velikosti však tyto síly nehrají významnou roli. 
Dále uvedeme závislost velikosti tlakových sil na průtoku pro obě otáčky. 
 
 
 5a) 
 
 
 5 b) 
Grafy 5 a), b) rozdíly tlakových sil na vstupu do oběžného kola v závislosti na průtoku 
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4.2.3 Vliv sil od tlaku na krycích discích oběžného kola 
 
Síly na krycích discích jsou počítány s ohledem na korekci snímačů dle rovnosti (42) a 
samozřejmě dle vztahu (30). Takže pro sílu na jednom krycím disku platí 
 ME/J~H = Ut$ − tT$ ∙ ^/N + ^v − ^/Nt$ − aN$ ∙ 12 t$ + tT$ − 2aN$	, (44) 
kde ^v a ^/N jsou korigované tlaky dle rovnice (42) a tato korigovaná hodnota je zmenšena       
o hodnotu statiky snímače.  
 
6 a) 
 
6 b) 
Grafy 6 a), b) - Některé časové záznamy rozdílu sil za krycími disky oběžného kola 
Ze záznamů sil vzniklých v důsledku rotace kapaliny za krycími disky (viz grafy 6 a), 
6 b) ) je vidět, že tyto síly jsou dominantní složkou celkové axiální síly. Je však rovněž patrné, 
že je zatěžována pouze jedna strana oběžného kola. Dále uveďme závislost této síly              
na průtoku. 
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7 a) 
 
7 b) 
Grafy 7 a), b) – Rozdíly sil počítaných z tlaků za krycími disky v závislosti na průtoku 
 
 Z velikosti průběhů sil za krycími disky je vidět, že maximální rozmezí sil 
(dvojnásobek amplitudy) je u otáček 1000 min-1 rovno 350 N a při otáčkách 1500 min-1  je 
rozmezí rovno 916 N. Maximální rozmezí se při obou hodnotách otáček nachází v závěrném 
bodě. Tyto hodnoty jednoznačně potvrzují výsledky z rovnic (36) a (37) za předpokladu, že 
empirická rovnice (7) popisuje vzniklé pásmo sil (dvojnásobek amplitudy) a ne pouze její 
amplitudu.  
 Z průběhů sil za krycími disky je vidět, že v blízkosti optima čerpadla dochází           
ke zmenšení velikosti jejich pásma (amplitud). Je pravděpodobné, že tento jev souvisí                  
s charakteristikou čerpadla, která je poměrně rovná (a stabilní) do oblasti optima a                 
za optimem výrazně klesá. Řečeno jinak, tlak na výstupu z oběžného kola (a tím pádem i tlak 
za krycími disky) se při zvyšujícím průtoku až do oblasti průtoku optimálního nijak významně 
nemění, což koresponduje právě s konstantní amplitudou rozdílu sil za krycími disky. 
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 Na obrázku 38 je jasně 
zjištěno, že vzdálenost krycího 
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působí z místa, kde je menší 
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4.2.4  Vliv hybnostních 
 
Síly hybnostní představují při p
čerpadla jsou umístěny v každé 
a na konci této trubičky (vně 
vyříznutým otvorem proti pro
trubici, respektive válcovou son
- délka trubice v čerpadle 	5
- vnější průměr trubice  
- vnitřní průměr trubice  
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ostranného zatížení oběžného kola na kry
ntu. Čerpadlo bylo rozmontováno a bylo 
ním směru.  
 Fotografie axiálně posunutého oběžného kola
vidět posunutí oběžného kola směrem dolev
disku od tělesa čerpadla je na jedné straně 2 
a druhé straně 5,5 mm (pravá strana). Síla 
mezera (2 mm), do místa, kde je větší m
a doprava. To lze vysvětlit větším průtokem
rotože těsnicí kruh má s tělesem čerpadla 
sil, vyhodnocení rychlostí 
oužité měřicí technice z hlediska vyhodnocen
jeho polovině duté trubičky. V každé z nich 
čerpadla se nachází snímač tlaku). Trubič
udu kapaliny. Z hlediska principu se tak 
du. Rozměry trubičky jsou následující: 
= 84	:: 
S/ = 4	:: h/ = 2	:: 
cích discích byla 
zjištěno posunutí 
 
 
a. Měřením bylo 
mm (na fotografii 
za krycími disky 
ezera (5,5 mm).           
 těsnicím kruhem 
menší překrývanou 
í problém. V sání 
je vyříznutý otvor 
ky jsou natočeny 
jedná o Pitotovu 
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Je důležité určit vlastní frekvenci takto umístěné trubičky. Uvažujeme, že je v tělese 
čerpadla tuze vetknuta. Pro takovýto případ uložení obtékané trubice platí relace 
  = 	 12U .52
$ ∙ Q ∙ 	, (45) 
kde  je konstanta pro daný typ uložení a pro první vlastní frekvenci je  = 1,875. E je modul 
pružnosti oceli,  = 2,1 ∙ 10==_, Q je hustota oceli, tj. Q = 7800	7/: a S je velikost 
průřezu trubice, takže  = =US/$ − h/$ . J je kvadratický modul průřezu a platí pro něj 
vztah  = @ S/ − h/ . 
Vlastní frekvence takto uložené trubičky je pak rovna  = 460	e. Tato hodnota však 
není úplně přesná, neboť je třeba uvažovat i přídavnou hmotnost kapaliny a rovněž vetknutí 
trubičky v tělese čerpadla není dokonale tuhé. 
Jiný důležitý pohled na případné vlastní kmitání trubičky je nalezení odpovídající 
hodnoty rychlosti vody obtékající trubici, která by způsobila rezonanci. To zjistíme z kritické 
hodnoty Strouhalova čísla L pro vznik Karmánových vírů; tato hodnota je rovna L = 0,212. 
Strouhalovo číslo, udávající poměr sil hybnostních a setrvačných, je definováno jako 
 L =	S/Y 	. (46) 
Odtud vyjádříme frekvenci f a porovnáme se vztahem (45). Následně vyjádříme kritickou 
rychlost  
 Y = 	 S2UL .52
$ ∙ Q ∙  (47) 
a tato rychlost je rovna Y = 8,68	:/;. Maximální rychlost na sání vychází při otáčkách   
1500 min-1 a plném průtoku, tj. 30 l/s, jako Y = 4,7	:/; (při uvažování průřezu kruhového 
tvaru o průměru 90 %  průměru sání, tj. 0,09 m, neboť se průřez směrem k oběžnému kolu 
zmenšuje). K rezonanci tak i s ohledem na přídavnou hmotnost kapaliny a kvalitu vetknutí     
s největší pravděpodobností nedochází ani při tomto maximálním průtoku.  
Samotné vyhodnocení rychlostí v jednotlivých polovinách sání čerpadla bylo zvoleno 
následovně: z Bernoulliho rovnice (respektive zákona zachování energie) plyne vztah mezi 
energiemi na válcové sondě (index vs) a nejbližším snímačem statického tlaku na sání (index 
sss); nejbližším kvůli minimalizaci tlakových ztrát 
 ^Q + Y
$
2 = ^nQ + Yn
$
2 + 7e	, (48) 
kde 
 z + n |$  je měrná energie daná dynamickým tlakem (index D níže), který je přímo 
měřený válcovou sondou, takže lze psát 
 ^nQ + Yn
$
2 = ^n,¡Q 	. (49) 
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Vzdálenost obou snímačů určíme z hodnot naměřených při vypnutém čerpadle (dolní index 
stat), takže rozdíl geodetických výšek z je roven 
 e = 	^,F − ^n,FQ7 	. (50) 
Dosazením do energetické rovnice (48) a následným vyjádřením rychlosti Y platí pro tuto 
rychlost 
 Y = 2Q ¢{^n,¡ − ^} − {^n,F − ^,F}£	. (51) 
Jak jsme předeslali, problém vzniká právě v tomto vztahu. Rovnice (48) platí pro 
proudění beze ztrát, pro proudění stacionární a byla napsána pro celý průřez dané poloviny 
sání, což by bylo možné korigovat Coriolisovým číslem. To bychom však museli pouze 
odhadovat a takováto korekce by mohla mít efekt opačný. Druhou věcí je fakt, že velikost 
statického tlaku ^ je v průběhu časového záznamu někdy větší než velikost tlaku 
dynamického ^n,¡ (na válcové sondě). To znamená, že pod odmocninou v rovnici (51) 
dostáváme záporné číslo. Tato skutečnost jde interpretovat buď jako vliv zanedbání ztrát nebo 
i jako vlastnost válcových sond při měření v úplavu, kdy válcové sondy mohou ukazovat 
hodnoty tlaků nižších než je tlak statický, viz obrázek 39.  
Pokud bychom uvažovali vliv ztrátové energie mezi Pitotovou trubicí a snímačem 
statického tlaku, pak se rovnice (51) změní do tvaru  
 Y = 2Q ¢{^n,¡ − ^} − {^n,F − ^,F}£ + 4¤Q
	, (52) 
kde člen 
¤z¥  představuje dvojnásobek ztrátové měrné energie d , tj $¤z¥ = d . Člen 2¤ je	
označován jako disipační funkce. 
 
Obrázek 39 - Častý průběh konstanty válcových sond v závislosti na jejich odklonu od proudu 
kapaliny 
Nicméně pokud připustíme variantu měření úplavu, je na válcové sondě tlak nižší než 
tlak statický na nejbližším snímači; takže kapalina proudí ve směru zpět do sání, tj. zpět            
k místu před rozdělením proudu. Dále je nutné uvažovat kalibrační konstantu obou sond, 
protože nelze zaručit jejich stejné natočení do proudu kapaliny. Kalibrační konstantu určíme            
pro maximální průtok čerpadlem, neboť právě při maximálním průtoku dojde k nejvyššímu 
zahlcení obou polovin sání čerpadla a lze tak předpokládat nejmenší odchylku zahlcení jedné 
poloviny vůči druhé. Určíme ji z myšlenky předpokladu stejné velikosti této konstanty jak   
při průtoku stacionárním, tak nestacionárním. To jinými slovy znamená, že ji určíme jako 
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 r = Y$2 ∙ ∆^Q
	, (53) 
kde v je střední rychlost při maximálním průtoku (aritmetický průměr rychlosti za celý časový 
záznam) a ∆^ = {^n,¡ − ^} − {^n,F − ^,F} je rovněž aritmetický průměr za celý 
časový záznam tlakové diference určené rozdílem tlaku na snímači dynamického tlaku 
(válcová sonda) a statického tlaku, zmenšených opět o hodnotu danou výškou snímačů.  
V případě, že výraz pod odmocninou v rovnici (51) vychází záporný, uvažujeme dle 
obrázku (39) hodnotu konstanty pro zpětné proudění třetinovou. Uveďme hodnoty těchto 
konstant pro otáčky 1000 min-1 i 1500 min-1.  
 
Otáčky 
Polovina sání 2 
K2 
Polovina sání 2 r$¦  (opačný směr) Polovina sání 1 K1 Polovina sání 1 r=¦ (opačný směr) 
1000 min-1 1,714 0,571 2,047 0,682 
1500 min-1 1,741 0,580 2,003 0,667 
Tabulka 2 - Přehled hodnot rychlostních konstant 
Z tabulky 2 je vidět, že se konstanty sond v podstatě neliší v závislosti na otáčkách. 
Určení konstant pro otáčky 1000 min-1 bylo provedeno z průtoku 21 l/s a pro otáčky         
1500 min-1 z průtoku 27 l/s. Lze se proto domnívat, že jsou určeny správně. 
Výsledné rychlosti pro jednotlivé časy byly proto určeny s ohledem na tyto konstanty 
jako 
 Y$ = r$2Q ¢{^n,¡$ − ^$} − {^n,F$ − ^,F$}£	 (54) 
a 
 Y= = r=2Q ¢{^n,¡= − ^=} − {^n,F= − ^,F=}£	 (55) 
pro případ kladné hodnoty pod odmocninou. Pro případ záporné hodnoty pod odmocninou je 
 Y$ = −r$¦ 	2Q ¢{^n,¡$ − ^$} − {^n,F$ − ^,F$}£,	 (56) 
 Y= = −r=¦2Q ¢{^n,¡= − ^=} − {^n,F= − ^,F=}£	. 
(57) 
Je důležité zmínit se o následující záležitosti. Protože jsou konstanty určeny                 
z aritmetických průměrů tlakových rozdílů a aritmetického průměru průtoku, neplatí, že 
nestacionární průtok počítaný z rychlostí popsaných rovnicemi (54) až (57) je roven 
nestacionárnímu průtoku naměřeného indukčním průtokoměrem pro každý časový krok.            
Na druhou stranu indukční průtokoměr má jistou integrační konstantu, která zkresluje 
okamžité hodnoty průtoku, a proto nelze brát tyto okamžité nestacionární hodnoty průtoků 
jako výchozí.  
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Axiální síla vzniklá v důsledku sil hybnostních je tak počítána ze vztahu  
 MLJKI. = Q ∙ 14Uh$ − hL$Y$$ − Y=$ 	,	 (58) 
kde dosazované rychlosti jsou z rovnic (54) až (57). Z rovnice (58) můžeme určit maximum 
hybnostní síly. K tomu dojde tehdy, bude-li kapalina čerpána pouze jednou polovinou 
oběžného kola a v druhé polovině bude kapalina stát (resp. vířit). Pak pro maximální 
hybnostní sílu platí 
 MLJKI.§OP = Q ∙ 
$14 Uh$ − hL$	. (59) 
Samozřejmě za předpokladu, že uvažujeme v každém časovém okamžiku hodnotu průtoku 
určeného jako aritmetický průměr průtoků daných průtokoměrem pro daný časový krok. 
Můžeme tak sestavit limitní hodnoty hybnostních sil v závislosti na průtoku.  
Q [l/s] MLJKI.§OP [N] Q [l/s] MLJKI.§OP [N] 
0 0 14 42,9 
1 0,2 15 49,2 
2 0,8 16 56 
3 1,9 17 63,2 
4 3,5 18 70,9 
5 5,4 19 79 
6 7,8 20 87,5 
7 10,7 21 96,5 
8 14 22 106 
9 17,7 23 115,7 
10 21,9 24 126 
11 26,5 25 136,7 
12 31,5 26 147,9 
13 37 27 159,5 
Tabulka 3 - Maximální hodnoty hybnostních sil 
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Uveďme časový záznam průběhu hybnostních sil a uveďme rovněž závislost průběhu 
hybnostních sil na průtoku.  
 
Graf 8 – Časový záznam rozdílu sil hybnostních 
 
 
9 a) 
-100
-50
0
50
100
0 5 10 15 20S
íl
a
 [
N
]
Q [ l/s ]
rozdíl sil hybnostních, n = 1000 min-1
horní hranice síly
dolní hranice síly
střední hodnota síly
51 
 
 
9 b) 
Grafy 9 a), b) – Rozdíly hybnostních sil v závislosti na průtoku 
 Z výše uvedených závislostí (grafy 9) plyne, že velikost hybnostních sil zejména        
při otáčkách 1500 min-1 převyšuje maximální hybnostní síly uvedené v tabulce 3. Například 
při průtoku 10 l/s je dle tabulky 3 maximum hybnostní síly rovno 21,9 N. Dle získaného 
průběhu hybnostní síly z experimentu, uvedeného v grafu, velikost hybnostní síly značně 
převyšuje tuto hodnotu (uvažujeme-li velikost síly jako její amplitudu, tj. vzdálenost horní 
nebo dolní hranice síly od střední hodnoty). Nabízí se tak otázka, zda je uvedený postup 
chybný, nebo naopak korektní a neshoda mezi tabulkou maximálních hybnostních sil a 
hodnotami v grafu je důsledkem nestacionarity proudění. 
 Zjištění směru proudění jiným způsobem než pomocí válcových sond je při daném 
experimentu nemožné, protože všechny ostatní snímače snímají přímo tlak statický, který je 
nezávislý na směru proudění kapaliny. 
 Protože je nejednoznačný závěr působení sil hybnostních a tedy i velikostí změn 
rychlostí v jednotlivých polovinách sání, není možné rovněž určovat velikost členu Q ∆no∆ i       
z integrované Eulerovy rovnice hydrodynamiky (11). Jak jsme již uvedli, aby byl tento člen 
významný, muselo by docházet ke změnám rychlostí v hodnotách menších než tisíciny 
vteřiny. S ohledem na frekvenci snímání 2 kHz (časový krok 0,0005 s) by však i v případě 
vzniku překmitávání proudění v řádu menším jak tisíciny vteřiny nebylo možné tyto změny 
zachytit.  
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4.2.5 Celková velikost síly 
 
Sečteme-li výše uvedené síly tlakové na vstupu do oběžného kola, síly hybnostní a síly         
za krycími disky, dostaneme výslednou hodnotu působící na oběžné kolo. Uvedeme jejich 
průběh v závislosti na průtoku pro obě otáčky.  
 
 
10 a) 
 
 
10 b) 
Grafy 10 a), b) – Celková axiální síla v závislosti na průtoku 
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4.2.6 Vyhodnocení některých rozdílů sil a některých tlaků 
v závislosti na frekvenci 
 
Provedeme ještě znázornění několika závislostí vzniklých sil ve frekvenční oblasti. Byla 
použita diskrétní Fourierova transformace, čímž byly získány obrazy tlaků jakožto komplexní 
čísla definované svou velikostí a fází. Protože lze stejně jako u výše uvedeného rozboru sil 
v závislosti na čase vykreslit veliké množství grafů v závislosti na frekvenci, vybereme jen 
některé. Připomeňme, že počet lopatek je 4, a proto platí: 
Při otáčkové frekvenci 1000 min-1 = 16,67 s-1 je lopatková frekvence je tak 66,67 s-1.  
Při otáčkové frekvenci 1500 min-1 = 25 s-1 je lopatková frekvence 100 s-1.  
 
  
11 a) n = 1500 min-1 , Q = 0 l/s, rozdíl sil za krycími disky 
 
 
11 b) n = 1000 min-1 , Q = 0 l/s, rozdíl sil za krycími disky 
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11 c) n = 1000 min-1 , Q = 2,3 l/s, rozdíl sil za krycími disky 
 
 
 
11 d) n = 1000 min-1 , Q = 6 l/s, rozdíl sil za krycími disky 
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11 e) n = 1000 min-1 , Q = 4,1 l/s, rozdíl tlakových sil na vstupu 
 
 
11 f) n = 1500 min-1 , Q = 6,1 l/s, tlak na válcové sondě 
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11 g) n = 1500 min-1 , Q = 11,7 l/s, tlak na válcové sondě 
 
 
 
11 h) n = 1500 min-1 , Q = 24,3 l/s, tlak na válcové sondě 
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11 i) n = 1000 min-1 , Q = 2,3 l/s, součet sil určených z válcových sond 
 
 Z frekvenčního spektra je vidět, že i u rozdílů sil je dominantní lopatková frekvence. 
Válcové sondy naznačují vznik jisté výrazné plovoucí frekvence v rozmezí 7 - 13 Hz, která 
teoreticky může odpovídat překmitávajícímu proudění z jedné poloviny sání do druhé. 
Nicméně toto nepotvrzují ostatní snímače na sání, a proto tuto domněnku nelze potvrdit. 
Protože navíc s rostoucím průtokem rostou amplitudy tlaku na válcové sondě (při průtoku    
24 l/s dokonce převyšují tyto amplitudy amplitudu na otáčkové frekvenci), je spíše 
pravděpodobné, že se jedná o kmitání sond. Z teorie popsané doc. Ing. Františkem Tomášem, 
CSc. plyne, že by se zvyšujícím se průtokem měly amplitudy tlaku na sání klesat. Rozdíl 
tlakových sil na obrázku 11 e) však nevykazuje mimo otáčkové frekvence žádnou jinou 
výraznou frekvenci.  
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5. Závěr 
 
Cílem této práce byl rozbor a zjištění existence axiální síly u čerpadla s dvouvtokovým 
oběžným kolem. Je zde nejprve provedena rešerše, ze které plyne, že velikost axiální síly 
působící na dvouvtokové oběžné kolo je dána zejména rozdílnými tlaky za krycími disky. 
 Dále práce vychází z výzkumu doc. Ing. Františka Tomáše, CSc., kde je relativně 
podrobně řešena problematika axiální síly. Nicméně z tohoto videa není zřejmé, jakým 
způsobem byly axiální síly měřeny. Existuje zde možnost nedůvěry vzhledem k tehdejší 
měřicí technice, kdy byl tento výzkum prováděn. Například typický průběh axiální síly           
v závislosti na poměrném průtoku, kdy je rozlišováno pásmo statické síly a dynamických 
rázů.  
 Z výsledků měřeného dvouvtokového čerpadla lze potvrdit vznik axiální síly. Velikost 
složky axiální síly určené tlaky na vstupu do oběžného kola je zanedbatelná. Naopak 
dominantní složkou celkové axiální síly je oblast rotující kapaliny za krycími disky oběžného 
kola. Důvodem nerovnoměrnosti tlakových rozložení na jednom a na druhém krycím disku 
však může být právě rozdílnost tlaku v sání, neboť vzniká jiný tlakový gradient v místě 
těsnicího kruhu. Dochází tak k ovlivňování tlakového pole za krycími disky tlakovým polem 
ze sání. Síly za krycími disky však nemají žádnou charakteristickou hodnotu frekvence. 
Hodnota největšího rozdílu sil na krycích discích se nachází na násobcích otáčkové frekvence.  
Vyhodnocení rychlostí na válcových sondách nedává jednoznačnou odpověď ani na velikost, 
ani na směr proudění v sání. V práci je sice navržena a provedena určitá metodika 
vyhodnocení, která je teoreticky správná a rovněž je v souladu i s teorií měření na válcových 
sondách, ale jsou zde některé nuance popsané v kapitole 4.2.4, které se vždy vzájemně 
vylučují. Vyhodnocování sil hybnostních tak dává spíše více otázek než odpovědí.  
 Celkovým shrnutím poznatků v této práci je závěr, že axiální síla v čerpadle                 
s dvoustranným vstupem vzniká v důsledku sil za krycími disky. Velikost této síly souhlasí    
s velikostí síly počítané vztahem (7) nalezeným v literatuře. Pásmo vniklé axiální síly je 
přibližně konstantní do oblasti optimálního průtoku, kdy je následně za optimem patrné 
zúžení pásma (amplitudy) axiální síly. Při použité měřicí technice nelze potvrdit a ani vyvrátit 
překmitávání víru v sání.  
 Výsledkem této práce je rovněž fakt, že při opakování podobného experimentu je         
na místě použití pokročilejších optických metod měření rychlosti kapaliny (LDA, PIV), které 
umožní přímo sledovat pohyb kapaliny. Bylo by vhodné sledovat pohyb kapaliny zejména       
v oblasti dělení proudu a rovněž v místě poblíž vtoku do oběžného kola. Zjišťování 
průtokových změn v jednotlivých polovinách sání na základě snímačů tlaků, které mohou 
kmitat, stejně tak jako válcové sondy, nezaručuje jistotu výsledků. 
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Seznam použitých symbolů a cizích slov 
 
axiální  - osový (působící ve směru osy) 
horizontální -  vodorovný 
simplifikace - zjednodušení 
vertikální - svislý 
 
 
VELIČINA  ZÁKLADNÍ  SPECIFIKACE 
   JEDNOTKA 
d   [m]   průměr sání oběžného kola h    [m]   průměr hřídele h/   [m]   vnitřní průměr válcové sondy S   [m]   průměr oběžného kola S¨   [m]   průměr těsnicí spáry S/   [m]   vnější průměr válcové sondy     [e]   frekvence ©    [-]   počet vtoků oběžného kola 7   [:	;<$]  tíhové zrychlení    [m]   dopravní výška 5   [m]   délka válcové sondy v čerpadle 
n   [;<=]   otáčky ==    [;<=]   jednotkové otáčky  ©    [:f<=]  specifické otáčky  ª    [:f<=]  specifické otáčky ªª    [:f<=]  specifické otáčky na sání    [m]   čistá nezáporná sací výška (pokles  o 3%) ^    [_]   tlak kapaliny 
    [:	;<=]  průtok 
==    [:	;<=]  jednotkový průtok 
    [:	;<=]  průtok v optimu t   [m]   poloměr oběžného kola t¨   [m]   poloměr těsnicí spáry     [/7]   měrná energie +   [-]   účinnost v optimu Q   [7	:<]  hustota kapaliny (vody) D   [;<=]   úhlová rychlost 
 
 
Pozn.: další veličiny, které se v textu neopakují, jsou označeny přímo v kapitole. 
  
 
 
Přílohy 
 
1) CD - ROM, na němž jsou umístěna naměřená data, dále v sešitech excelu vyhodnocení 
charakteristiky čerpadla, textové soubory hodnot pro zobrazení jednotlivých sil v závislosti na 
frekvenci a fotografie měřeného čerpadla. 
